3. cviceni - vysledky

Priklad 1.

z3 42?4
(a) 2(z—1)(z+1)2Va3 -1

(b) —tan(e*)-e”

(c) 6 (cos(2z) — 62””)_4 - (sin(2z) + €*7)

log(z® —2a+1) L Sz -2
() =y +arceos (3) - elgrin

Priklad 2.

(a) fi(z,y) = 6zy+ 35, [z,y] € R?
fi(z,y) = =8y + 327, [z,y] € R?

Yy
(b) folw,y) = =22 {[x,y] € R?: & £ 0}
fy(@,y) = 2L {[z,9] € R2: @ # 0}
(c) filz,y) = ye™ + cos(z +y), [z,y] € R?
(x,y) = ze™ + cos(z + y), [x,y] € R?
() fe(z,y) = tan g + o o, y] €R*:y # 0,5 # § + km k € Z}

fyl@,y) = ycosgz,{[wy]GRz y#0,5# 5 +km kel

(e) filx,y)=yz? " {lz,y] € R?: z > 0}

y(x,y) = a¥logz, {[z,y] € R?: 2 > 0}

() fol@y) = = (o] €R%: g # —a}
fox,y) = \/72’{[93 Yl €R?:y # —ua}

(8) fu(z.y) = ly|-signz, {[z,y] € R*: z # 0}
Dale f(0,0) = f,(0,0) = 1 a zbylé derivace neexistuji.
fo(x,y) = |z| - signy, {[z,y] € R?: y # 0}
Dale f.(0,0) = f,(0,0) = 0 a zbylé derivace neexistuji.

(h) Pre (z,y,2) € R xR x (0,00)
faé(a;?y? Z) =yz+ lOg(Z)
fo(z,y, 2) =zz+ 22
fi(x,y,2) =zy + £ + 222
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(i) folz,y) =

log(x +y)+2x

VI (n,y] € R?: y # —a?)

3 ( + ) Z,2_;'_:'/27
fé(x,y):mlog(ﬁz—l—y)—l—% 2+y27{[$ yl € R?: y £ —a?}

Dale pokud 22+ # 1, pak paricalni derivace neexistuji v bodé (z, —z?2).

Pokud z? + 2% = 1, pak f/(x, —2?) =

. =1 2zt
() falw,y) = esrom? - 2,
—1
T +2
foy(@,y) = ex*rovty? . (902;;#2)27[

A f3(0,0) =
Piiklad 3.

f4(0,0) =0

(a) Dy =R? a funkce je na ném spojita.

OF gy = - sign(zy)
Oz |2y

Dale %(0,0) =0a %(0,0). Potom

pro x # 0. Analogicky %(O,y) =
0. Parcialni derivace jsou spojité na néjakém okoli bodu [1,
rovina ma tedy smysl a mé rovnici T'(z,y) =

Dy = {z,y] € R%z € [-1,0]V (z €

[z, —22) =0

[z, y] € R*\ {[0,0]}

.yl € R?\ {[0,0]}

Pro z,y # 0 dostaneme

OF (4, y) = Z-Sten(y)

9y e

%(%0) =0a %(x,()) neexistuje

0a %(O,y) neexistuje pro y #
2] tena
(z— 1)—7(y+2).

—+arcsinz) U

\/§+1

0,1] Ay € (=00,

(Varcsinx, +00))}, funkce je na ném spojita. Dostaneme

of -1

%(x,y) N 21/y? — arcsin zv/1 — 22
af(x Y=z
oy Vy? — arcsinz

.z € (—1,1),4% > arcsin

€ [~1,1],4* > arcsinz.

Parciélni derivaci podle x nemé smysl pocitat ve vynechanych bodech
(defini¢ni obor neobsahuje vodorovnou tisecku kolem nich), podobné par-
cialni derivaci podle y nema smysl pocitat ve vynechanych bodech az na
pocatek. Zde dostaneme, Ze 2—5(0,0) neexistuje. Obé derivace jsou spo-
jité alespon na néjakém okoli bodu [0, 1]. Pro te¢nou rovinu dostaneme

T(x,y)=y— 5.

(¢) Dy ={[z,y] € R*%x <y} a f je zde spojita. Dostaneme

of 322 9
%(xay) 9 y6—$3 7$<y7
of 33/5 2
—(z,y) = —/— ,x < y~.
8y( y) s Y
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Pri

Z vynechanych bodu mé smysl zkoumat pouze derivaci podle proménné
y v pocatku, zbylé parcidlni derivace neméa smysl pocitat, nebot funkce
neni definovana na zadné tsecce piislusného sméru. Vyjde %5(0,0) =
0. Diky spojitosti parcialnich derivaci na okoli bodu [0,2] mé smysl
zkoumat te¢nou rovinu, vyjde T'(z,y) = 8 + 12(y — 2).

Defini¢nim oborem je cela rovina a funkce je zde spojitd. Dostaneme
fi = sinx,y > cosx a 0 pro y < cosw; fg’J = 1,y > cosx a 0 pro
y < cosz. V bodech [k, coskn],k € Z je f. = 0. V ostatnich bodech
parcialni derivace neexistuji. Diky spojitosti parcialnich derivaci na okoli
bodu [0, 7] méa smysl zkoumat te¢nou rovinu, vyjde T'(z,y) =y — 1.

Definiénim oborem je celd rovina a funkce je zde spojitd. Dostaneme
fl=1y>az3-2za3z?proy<a2®—ua fézl,y>x3—a:a0pr0

y < a3 —x. Prox = :l:\/g existuje fI v bodé [z,x

Parcidlni derivace ve zbylych bodech neexistuji.

3 — ] a rovn4 se 1.

klad 4. (a) Dy = {[z,y] € R* -1+ cosy <z <1+ cosy} a f je zde
spojita. Dostaneme

of -1

O—(x,y): i E ,—14+cosy <x<1+4cosy,
x — (x —cosy

of —siny

8—(36,3/): i 2 ,—14+cosy <x<14cosy.
Y — (x —cosy

Parcidlni derivaci dle x nemé ve vynechanych bodech smysl pocitat,
nebot defini¢ni obor neobsahuje vodorovnou tsecku kolem téchto bodii.
Podobné nem4 smysl pocitat derivaci dle y (svislé usecky) s vyjimkou
bodu [0, kn|, k € Z. Zjistime, Ze %(O,kﬂ') neexistuje. Alespon na né-
jakém okoli bodu [1, 0] jsou parcialni derivace spojité, pro te¢nou rovinu
dostaneme T'(z,y) = § — (v — 1).

Dy ={[r,y] € R%2 € (0,1) V(0> 2 Ay € (=00, ¥T) U (= ¥z, +00))}
a f je zde spojita. Dostaneme

g(x y) = —lyl -1

0z 3V (1= Yyl + a)

af —sign y
gy = 2289 1yl € Dy, y #0.
ay( Y) |y|+\3/g[ yl € Dy, y #

7[x7y] 6Df7$7é07

Derivace %(0, y)proy #0 a g—i(m, 0) pro = € (0,1) neexistuji. Alespon
na né&jakém okoli bodu [—1, 3] jsou parcialni derivace spojité, pro te¢nou
rovinu dostaneme T'(z,y) = —3(z + 1) — 1(y — 3).
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c) Dr = {[z,y] € R%|z| + 2|y| < 3} a funkce je zde spojita. Dostaneme
f

af _€|x|+2|y| . Sign T

%(x’y)_ 63—€|x‘+2‘y| ) [%,y]EDf,LU#O

of —el*l+2Ml . 2 sign y

@(x7y)_ 63—6|$‘+2|y| ) [x,y] EDf7y7é0'
Dale derivace g—i((),y) proy € (32,3) a g—g(x,O) pro z € (—3,3) ne-
existuji. Alespon na né&jakém okoli bodu [1, %] jsou parcialni derivace
spojité. Pro te¢nou rovinu dostaneme T(z,y) = log(e® — €?) — e_%(x —

D= 5-3)
Priklad 5.

(a) folz,y) = —mLp {loy] €R?* —z<y<aVae<y< -z}

fo@y) = pp Al y) e R —z<y<azVae<y< -z}
(b) falw,y) =zl {lz,y] €R®: 2 # y}
fylw,y) = —mta e,y €R®: o # y)

(c) fi(z,y) =y-signz, {[x,y] € R?: x # 0}, déle £2(0,0) = 0 a f’. neexistuje
proz =0,y #0
fg//(xay) = |z, [ﬂj‘,y] € R?

() filw,y) = 795 {lz,y] € R%: o # 0}

3
fyfw,y) = S Alw ) € B2y 70}
Dale f(0,0) = f,(0,0) = 0 a zbylé derivace neexistuji.

(e) Pre {(x,y) € R?;y > sin(z)} mame:
fu(@,y) = — cos(x)
fgl/(xv y) =1
Pre {(z,y) € Ry < sin(z)} mame:
fe (@, y) = cos(x)
fy(z,y) = -1
Nakoniec pre x € {w/2 + 7wk, k € Z}
fi(x,sin(x)) =0

O fiay.z)=2(2) (o] € B 2y > 0)

z—1
f@y.2) = =% (2)" Ale,yl € B ay > 0)

fi(,9,2) = (2) log 2, {[z,y] € B: 2y > 0}
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() fiw,2) = L2t {fw,y] €R®: 2> 0,2 £ 0}
1’/(37 y,z):x%'logx {[z,y] € R3: 2 > 0,2 # 0}
fllw,y,2) = —z= - U%E {[z,y] € R%: 2 > 0,2 # 0}

Priklad 6.

(a) Dy = {[z,y] € R%(y >0Ay >sinz)V (y < 0Ay < sinz)} a funkce
je zde spojita. Pro body [z, y] spliwjici, Ze y >0 ay >sinzx iy <0 a
y < sinz, dostaneme

g(w )__cosx Y af _ sinz Y
aw 7y -

2y \/ y —sinz a @(x’y)_ y2 |y —sinz

Derivaci podle proménné x mé smysl pocitat pouze v bodech [§ +2km, 1]
a [-5 + 2km,—1] pro k € Z. V ostatnich bodech nema smysl poci-
tat derivaci ani podle z, ani podle y, protoze defini¢ni obor neobsahuje
tsecky kolem téchto bodi. Dostaneme, Ze %(g + 2km, 1) a %(_% +
2km, —1) neexistuji. Diky spojitosti parcialnich derivaci na okoli bodu

[0, 5] m& smysl zkoumat te¢nou rovinu, jeji predpis je T'(z,y) = 1 — 1—101:.

(b) Dy = {[z,y] € R*y > —3z} a funkce je zde spojitd. Pro y # %x

dostaneme
of 3|2z — 3y| _
= — +2 2 — |
ECE)) f(%y)( wry sign (22 — 3y)log(3z + 1) | a
of |22 — 3y

) = ) (B2~ i 20— 3 og3o +0))

V bodé [11, 11] jsou obé€ parcialni derivace nulové. Ve zbylych bodech
parcialni derivace neexistuji.

(¢) Dy = {[z,y] € R% 2 > 2y} a funkce je zde spojitd. Pro y # 2z

dostaneme
of _ 22 — g B B
ot o) = fa) (252 2sign 22— ) ogta — 2)) o
of 225 |

afy(az y) = f(z,y) <_a:—2y — sign (22 — y) log(z — 2y)) :

V bodé [ 7, —%} jsou obé parcialni derivace nulové. Ve zbylych bodech
parcialni derlvace neexistuji.

(d) Dy = {[z,y] € R} —(x+1)2 <y <z%+1} a f je zde spojitd. Pro body
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[z, y] spliwjici —(z + 1)? < y < 22 + 1 dostaneme

6f( ) 1 —2? 4122y —y
o\ Y)= : 2 D) ;
ox 1_( oty )2 (.ZU —|—.CC+1)
z2+4xz+1
9 o) 1 1
a3 L, Y)= ) .
(’3y 1_( oty )2 s+ +1
z2+z+1

Derivaci podle y nemé ve vynechanych bodech smysl pocitat, nebot
defini¢ni obor neobsahuje svislou tsecku kolem téchto bodua. Derivaci
podle x mé smysl pocitat pouze v bodech [0, 1], [—1, 0] (v ostatnich chybi
vodorovna usecka). Derivace %(O, 1), %(—1,0) neexistuji. Diky spoji-
tosti derivaci na okoli bodu [1, —1] miZeme najit te¢nou rovinu a ta ma

tvar T'(z,y) = (z +y).

Definiénim oborem je cela rovina a funkce je zde spojita. Standardné
obdrzime

0

6—f(a:,y) = 2z -sign (x? + y? — 1) cos |2? + 92 — 1], 22 + % # 1,
x

0

a—f(:v,y) =2y -sign (#? + % — 1) cos|z? +y* — 1], 22 +9° # 1.
Yy

Lze spocist, ze f,(0,£1) = f;(£1,0) = 0. Derivace ve zbylych bodech
neexistuji.

Defini¢nim oborem je cela rovina a funkce je zde spojita. Standardné
obdrzime

of 2z cosv/x?+y2—1 5

- T, = , L + 17
ax( v) 33/(x2 + 42 — 1)2 v #
) 2 - cos Y/ + 42 — 1

) = 2L RVE AV L 2y g2,
dy 3V (2?2 +y? —1)?

Parcialni derivace v bodech spliwjicich 2% 4+ y? = 1 neexistuji.

Dy = {[z,y] € R%*|z| + |y| > 1} a funkce je zde spojita. Standardné
obdrzime

of sign

= (z,y) = el +lyl > 1Az #0,
Oz 2y/|z| + [yl =1

of sign y

= (z,y) = Szl +lyl > 1Ay #0.
Oy 2y/]z +ly| — 1

Funkee f;(0,y), f,(x,0) neexistuji pro |y| > 1, |z| > 1. Derivace ve
zbylych bodech nemé smysl zkoumat.

Matematika 2, 2024 /25 6



(h) Dy = {[z,y] € R*(y > 0A[z| > [y) V (y S OA 2] < |y[)} a funkee je
zde spojita. Pro body [z,y] € Dy dostaneme, ze

of . 1. y

%(ﬂ%y) = —5sign (z) T =ToD® z # 0,
of .

OF (4.y) = Ly #0.

oy = A

V bodé [0,y], pro y < 0, f. neexistuje. Ve zbylych bodech nem4 smysl
parcialni derivace zkoumat.

(i) Dy = {[z,y] € R%z > max{—1,—y*}} a funkce je zde spojitd. P¥i-
mocare ziskdme

/ 2
g(%y) = Vot L VIV s max{—1, %)
Ox 2vVr + 42 2Vx +1

8f(x,y) = evaL, x> max{—1,—y*}V(z=—-1Alyl >1).

dy v+ y?

Spocteme, Ze fl’/(O, 0) neexistuje a parcialni derivace ve zbylych bodech
nemé smysl zkoumat.

Konceptualne tlohy
Priklad 1.

Spravny vyrok je iba vyrok (b). Derivacia v smere y (pozri na oznacenie
osi :), nemoZe existovat, lebo funkcia nie je pre y > 4 definovana. O derivacii
v smere x nevieme povedat ni¢ funkcia je v smere osi x definované, ale v
bode A nemusi byt ani spojita, no na druhej strane kludne méze a nemusi
byt kladna.

Priklad 2.

Znovu je spravna odpoved (b). Hlavnym cielom je si uvedomit, ¢o vlastne
gradient je a kde lezi. Gradient je dvojrozmerny vektor, takze urcite obrazok
(¢) nie je spravny. Dalej ako kazdy vektor vychadza z 0 takze ani obrézok
(b) nie je spravny, ide v8ak o uzitoénu predstavu. Nakoniec ho mozeme aj
zratat, aby sme vedeli, Ze obrazok (a) méa naozaj spravnu velkost. Pri ratani
si vieme pomoct tym, Zze y = 0 a lahko dostaneme, Ze (a) je naozaj dobre.
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